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МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОГО ПОНИЖЕНИЯ ПОРЯДКА МНОГОЧЛЕНА 

 

В этой статье изложен эффективный метод понижения порядка, являющийся 

некоторым аналогом алгоритма Рауса и позволяющий определить число корней исходного 

многочлена, лежащих как в левой, так и в правой полуплоскости, не более чем за )1(4/5 nn  

элементарных арифметических операций. 

 

Ключевые слова: полуплоскость, коэффициент, устойчивость, вещественные корни, 

абсолютная устойчивость и неустойчивость. 

 

Введение 

В этой статье изложен эффективный метод понижения порядка, являющийся некоторым 

аналогом алгоритма Рауса и позволяющий определить число корней исходного многочлена, 

лежащих как в левой 0Re z , так и правой 0Re z  полуплоскости, не более чем за )1(
4

5
nn  

элементарных арифметических операций [4]. 

Известно, что алгоритм Рауса служит для определения устойчивости многочленов, т.е. для 

определения принадлежности всех корней этого многочлена левой полуплоскости 0Re z . 

Этот алгоритм на каждом шагу последовательно понижает порядок многочлена )(zfn  

степени n  с положительными действительными коэффициентами [1] 
n

n
n

nn zazazaazf  


1
110 ...)(     (1) 

посредством операции понижения порядка 

0\),()()( 11   nnnnnnn aazzSzfzf  ,   (2) 

где ...)( 5
5

3
3

1
11  








n

n
n

n
n

nn zazazazS   

Рауc показал, что, если многочлен )(zfn  является устойчивым, то многочлен )(1 zfn  

также является устойчивым и, обратно. Таким образом, если исходный многочлен )(zfn  

является устойчивым, то, последовательно применяя операцию понижения порядка (6), 

придем к многочлену первого порядка, имеющему отрицательный вещественный корень, 

при этом все )2,...,(,0 nii   [1]. 

Постановка задачи 

Поставим задачу: построить алгоритм последовательного понижения порядка исходного 

многочлена с действительными коэффициентами с целью определения числа корней этого 

многочлена, лежащих как в левой 0Re z , так и в правой 0Re z  полуплоскости [5]. 

Определение 1. Многочлен )(zf  степени )1( nn  

n
n

n
n zazazaazf  


1
110 ...)(     (3) 

называется абсолютно устойчивым, если все его корни лежат в левой полуплоскости 0Re z . 

Если, кроме корней, лежащих в левой полуплоскости, этот многочлен имеет и чисто мнимые 

корни единичной кратности, то он называется устойчивым. Во всех остальных случаях 

многочлен называется неустойчивым. Очевидно, что для характеристического многочлена 
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эти три случая соответствуют асимптотической устойчивости, устойчивости (по Ляпунову) и 

неустойчивости, порождающей его линейной стационарной системы [2]. 

Заметим, что в литературе первый тип полиномов называется устойчивым, а остальные 

неустойчивыми [2], [3] – это является более грубой классификацией полиномов по 

локализации корней, чем предлагается выше [3]. 

Определение 2. Пусть задан многочлен )(zf  степени n , не имеющий нулевых корней. 

Многочлен )()( zfSzF   степени 1n , не имеющий нулевых корней, где 

0),()()1()(   zfzfzzF     (4) 

будем называть присоединенным к многочлену )(zf , операцию S  будем называть 

операцией присоединения, а многочлен )(zf  называется порождающим многочленом для 

многочлена )(zF . 

Установим для операции присоединения два основных свойства. 

Теорема 1. 1) Многочлен )(zF , присоединенный к многочлену )(zf  с действительными 

коэффициентами, имеет одни и те же кососимметрические корни (с учетом их кратностей), 

что и многочлен )(zf  [4]. 

2) Если вещественное число )0(0   , то число корней многочлена )(zF , лежащих в 

левой полуплоскости 0Re z  (правой полуплоскости 0Re z ), увеличивается на единицу по 

сравнению с числом таких же корней у многочлена )(zf . 

Доказательство. Первое утверждение теоремы элементарно выводится из равенства 

),()())()()1)(((

)()()()()1()(

000

00

zFzrzfzfzzr

zfzrzfzrzzF








   (5) 

где корнями многочлена )(zr  являются только кососимметричные корни многочлена 

))()(()( zrzrzf   с учетом их кратностей, а корни многочлена )(0 zf  совпадают с остальными 

корнями многочлена )(zf , также с учетом их кратностей. 

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Введем в рассмотрение многочлен 

0],1,0[),()()1()( 00   zfzfzz . 

Заметим, что коэффициенты этого многочлена являются вещественными и непрерывными 

функциями вещественного параметра ]1,0[ . Отсюда вытекает, что корни этого многочлена 

)(jz  также являются непрерывными функциями параметра   при ]1,0[ . 

Очевидно, что из равенств (5) и вида многочлена )(z  следует, что 

)()()(),()( 101 zzrzFzFz  . 

С другой стороны, )()1()( 00 zfzz  . Это означает, что корни )(jz  многочлена )(z  

при 0  совпадают с корнями jz  многочлена )(0 zf , т.е. с корнями jj zz )0(  с добавлением 

корня /1z  [5]. 

Покажем, что непрерывные кривые )(jz  при ]1,0[  не пересекают мнимую ось, т.е. 

 iz j )(  при ]1,0[ . Допустим, что это не так. Пусть существует такое 0 , что 

справедливо равенство 

0)()()1()( 00   ififii  при ]1,0[ . 

Так как по условию многочлен )(0 zf  является многочленом с действительными 

коэффициентами и не имеет кососимметричных корней, а тем самым и чисто мнимых, то 

0)(0 if  для любого вещественного 0 . Тогда из свойств комплексных чисел следует, 

что |)(||)(| 00 zfzf   и из предыдущего равенства вытекает соотношение 

|)(||||)(||||)(||1| 000  ifififi  . 

Это равенство, разделив на 0|)(| if  обе его части, можно переписать в виде 

2221   . Так как величины 0  и 0 , то величина 1||  , что противоречит 
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условию ]1,0[ . Отсюда следует, что у многочлена )(z  нет чисто мнимых корней при 

]1,0[ . Это и означает, что непрерывные кривые )(jz  при ]1,0[  не пересекают мнимую 

ось, и, следовательно, остаются при ]1,0[  в той же полуплоскости комплексного 

переменного, что и величины /1,)0(  zzz jj   [6]. 

Так как корни многочлена )(0 z  совпадают с корнями jz  многочлена )(0 zf  с 

добавлением корня /1z , то при )0(0    число корней многочлена )(0 z , лежащих в 

левой полуплоскости 0Re z  (правой полуплоскости), на единицу больше числа таких же 

корней у многочлена )(0 zf . С учетом того, что кривые )(jz  при ]1,0[  остаются в одной и 

той же полуплоскости, можно сделать вывод о том, что многочлен )(z , и, следовательно, 

и многочлен )(1 z , имеет такое же число корней в левой и правой полуплоскости, что и 

многочлен )(0 z . Из представления )()()( 0 zzrzF   вытекает справедливость второго 

утверждения теоремы. Доказательство закончено. 

Теорема 2. Для произвольного многочлена )(zF  степени 1n , не имеющего нулевых 

корней 

0,...)( 1
1

110  
 AzAzAAzF n

n ,    (6) 

существует единственный порождающий его многочлен )(zf  степени n , коэффициенты 

которого можно однозначно определить методом понижения порядка (МПП) за 12 n  

арифметическую операцию. 

Доказательство. Предположим, что многочлен )(zf , порождающий многочлен )(zF , 

существует, тогда он удовлетворяет уравнению (4) по определению операции 

присоединения. Из уравнения (4) легко получить уравнение для искомого многочлена )(zf  

[7] 

2
1

2
110

22

...)2(

)()()1()(






n
n zAzAzAA

zFzFzzz




   (7) 

Полагая в уравнении (7) 01 /2 AA , получим, что в нем справа стоит многочлен степени 

2n , в котором можно вынести за скобки общий множитель 2z . Разделив обе части 

уравнения (7) на 22 z , получим, что многочлен )(zf  не имеет нулевых корней и является 

однозначно определенным многочленом степени n , порождающим многочлен )(zF . Это 

вытекает из того, что правая часть уравнения (7) однозначно определена для любого  . Если 

выбрать 01 /2 AA , то уравнение (7) уже не будет  определять многочлена )(zf  степени n . 

Нетрудно видеть, что коэффициенты многочлена )(zf  однозначно находятся по 

рекурретным формулам: 

],2/[,...,1,0,0,
2

,
2

,
2

,

2
0

0

0

1

2

122
12

12
2

nlA
A

a

A

AAA
a

A
a

n

ll
l

l
l










 


    (8) 

где ]2/[n  - целая часть числа 2/n . Этот алгоритм в дальнейшем будем называть методом 

понижения порядка (МПП). Отсюда следует, что коэффициенты многочлена )(zf  

вычисляются из коэффициентов многочлена )(zF  за 12 n  арифметическую операцию. 

Доказательство закончено. 

Теорема 3. Для любого стандартного полинома Гурвица степени 1n  существует 

единственный порождающий его стандартный полином Гурвица первого порядка 

0,0,  babza . 
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Доказательство. Покажем вначале, что для любого стандартного полинома Гурвица )(zF  

степени 1,1  nn  существует единственный порождающий его стандартный полином 

Гурвица степени n  [8]. 

Для любого стандартного полинома Гурвица 1
110 ...)( 
 n

n zAzAAzF  степени 1n  

существует порождающий его стандартный полином Гурвица степени 
n

n zazaazfn  ...)( 10 , т.е. )()( zfSzF  . Тогда из формулы (6) 

0),()()1()(   zfzfzzF     (9) 

вытекает, что коэффициенты этих полиномов связаны соотношениями 

122210100 2,,,2   lllnn aaAaAaAaA  , 

])
2

[,...,1(,12212

n
laaA lll    ,    (10) 

где []  - целая часть числа. Предположим, что есть два различных стандартных полинома 

Гурвица степени n , порождающих полином, )(zF , т.е. )()()( zfAzfSzF   . Тогда из 

формул (7) следуют очевидные равенства 





0

0

0

0

0

1

2

2

2

22

a

a

a

a

A

A
. 

Отсюда и из формул (7) вытекает, что порождающий полином является единственным, 

т.к. между числом 0 , коэффициентами порождающего полинома )(zf  и коэффициентами 

присоединенного полинома )(zf  и коэффициентами присоединенного полинома )(zF  есть 

взаимно однозначное соответствие [9] 

2

122
1212

12
2

2
,






  ll
li
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Итак, мы показали, что для любого стандартного полинома Гурвица )(zF  степени 

1,1  nn  существует единственный порождающий его стандартный полином Гурвица )(zf  

степени n , коэффициенты которого находятся по формуле (8). Продолжая процесс 

понижения порядка, т.е. переходя по формулам (8) к стандартному полиному Гурвица на 

единицу меньшей степени за n  шагов, мы получим стандартный полином Гурвица на 

единицу меньшей степени за n  шагов, мы получим стандартный полином Гурвица первого 

порядка 0,0,  babza . Доказательство закончено. 

Рассмотрим преимущества метода понижения порядка перед другими аналогичными 

методами. 

Теорема 4. (аналог алгоритма Рауса). Для абсолютно устойчивого многочлена )(zF  

(многочлена Гурвица) степени 1n  существует единственный многочлен Гурвица первого 

порядка, который может быть построен за )2( nn  элементарных арифметических операций. 

Доказательство. Пусть )(zF  является многочленом Гурвица, тогда в силу теоремы 

Стодолы все его коэффициенты положительны. Используя МПП за 12 n  арифметическую 

операцию, можно построить порождающий его многочлен )(zf  степени n , который также 

будет являться многочленом Гурвица, т.к. он порождает многочлен Гурвица и 0/2 01  AA . 

Действуя и далее таким же образом, в результате многократного применения МПП  

( n  - раз) получим многочлен Гурвица первого порядка за число арифметических операций 

равное  


n

k
nnk

1
)2()12( . 

Доказательство закончено. 

Замечание 1. МПП является более производительным критерием оценки числа корней 

многочлена, лежащих в левой и правой полуплоскости, чем критерий Михайлова, т.к. он 

требует локализации действительных корней двух многочленов, являющихся 
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действительной и мнимой частью годографов Михайлова, и может применяться к 

многочленам, имеющим чисто мнимые корни [10]. 

Выводы 

Метод понижения порядка (МПП), являясь аналогом алгоритма Рауса в вычислительном 

плане, будет более производительным критерием асимптотической устойчивости, чем 

аналитические критерии Гурвица и Льенара-Шипара, требующих вычисления ( 2/2n  в 

первом случае и 4/4n , во втором) определителей порядка от 2 до n  (главных миноров 

матрицы Гурвица) [1]. 

Нетрудно видеть, что МПП можно применять к многочленам )(zF , не являющихся 

многочленами Гурвица. Применение МПП к такому многочлену требует, чтобы свободный 

член и коэффициент при втором слагаемом этого многочлена были не равны нулю 

0,0 10  AA  [2]. Если на каждом шагу МПП эти условия выполняются, то в конечном итоге 

будет получен или многочлен первого порядка, или многочлен, имеющий только 

кососимметричные корни. Очевидно, что количество корней исходного многочлена )(zF , 

лежащих в левой полуплоскости, равно сумме положительных величин i , получаемых в 

результате многократного применения МПП ( 0/2 01  iii AA ), и количества корней, 

лежащих в левой полуплоскости у остатка – многочлена первой степени или многочлена, 

имеющего только кососимметрические корни [3]. 

Полученные результаты можно применять для решения вопроса о структурной 

минимизации [2,3,7]. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (пр. № 10-08-000624). 

 

Список литературы 

 

1. Блистанова Л.Д. Конструктивные методы теории устойчивости и их применение к 
задачам численного анализа / Л.Д. Блистанова, И.В. Зубов, Н.В. Зубов, Н.А. Северцев. – 

СПб.: ООП НИИ Химии СПбГУ, 2002. – 119 с. 

2.  Дикусар В.В. Структурная минимизация стационарных систем управления и наблюдения 

/ В.В. Дикусар, А.В. Зубов, Н.В. Зубов. // Известия Российской Академии наук. Теория и 

системы управления. – 2010.-№ 4. – С. 13-17. 

3. Дикусар В.В. Критерий управляемости стационарных систем / В.В. Дикусар, А.В. Зубов, 
Н.В. Зубов. // Доклады Академии наук, 2010. – Т. 430. - № 1. – С. 13-14. 

4. Зубов Н.В. Безопасность функционирования технических систем / Н.В. Зубов,  

А.Ф. Зубова. – СПб.: Изд-во «ВВМ», 2009. – 343 с. 

5. Зубов А.В. Теория устойчивости и применение к задачам численного анализа / А.В. Зубов, 
Н.В. Зубов. – СПб.: Изд-во НИИ Химии СПбГУ, 2010. – 102 с. 

6. Зубов А.В. Динамическая безопасность управляемых систем / А.В. Зубов, Н.В. Зубов. – 

Изд-во НИИ Химии СПбГУ, СПб., 2009. – 172 с. 

7. А.В. Зубов. Аналитическая природа случайных последовательностей / А.В. Зубов,  
И.В. Зубов, С.В. Зубов, И.С. Стрекопытов, М.В. Стрекопытова. // Научно-технические 

ведомости Санкт-Петербургского государственного политехнического университета, 2010. -

№ 104. – С. 84-89. 

8. Зубов А.В. Математические методы качественного анализа систем управления и 

устойчивость расчетных движений / А.В. Зубов, С.В. Зубов. – ВВМ, СПб., 2011. – 323 с. 

9. Зубов А.В. Об одном подходе к анализу системы линейных алгебраических уравнений 
/А.В. Зубов, В.И. Зубов, П.А. Зубов, М.В. Стрекопытова // «Еругинские чтения». Тезисы 

докладов XIV Международной научной конференции по дифференциальным уравнениям. – 

Новополоцк, 12-14 мая. – 2011. – С. 50. 

10. Зубова А.Ф. Вычислительный метод В.И. Зубова / А.Ф. Зубова, М.Н. Зубова,  

М.В. Стрекопытова // «Еругинские чтения». Тезисы докладов XIV Международной научной 

конференции по дифференциальным уравнениям. – Новополоцк, 12-14 мая. – 2011. – С. 32. 
  




